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Kurven und Flichen

Viele Anwendungen der graphischen Datenverarbeitung benétigen neben den einfachen Elementen auch die
Maoglichkeit, beliebige allgemeine Flachen (Freiformflachen) zu modellieren und darzustellen. Es werden
zuerst an Hand von Freiformkurven die Prinzipien erldutert, da hier die Mathematik etwas einfacher ist. Die
dabei entwickelten Verfahren lassen sich leicht auf Fldchen erweitern.

B Kurven

Allgemeine Kurven konnen entweder durch eine Formel (analytische Darstellung) definiert werden oder
durch Angabe einer Menge von Stitzpunkten oder von Kontrollpunkten, die den Verlauf der Kurve
bestimmen. Da eine analytische Definition fiir den Beniitzer viel schwerer verstidndlich ist, wird
normalerweise die zweite Methode verwendet.

Folgende Eigenschaften charakterisieren die verschiedenen Kurventypen:

- interpolierend (Kurve verlduft durch ihre Stiitzpunkte) versus approximierend (Kontrollpunkte
liegen neben der Kurve)

- Stetigkeitsgrad an Verbindungen

- globaler Einfluss (alle Punkte beeinflussen jeden Kurvenpunkt) versus lokaler Einfluss (Punkte
beeinflussen nur nahe Kurventeile)

- achsenabhéngige Darstellung (Drehung des Koordinatensystems verdndert Kurve) versus
achsenunabhangige Darstellung (Drehung des Koordinatensystems verdandert Kurve nicht)

- Tendenz zur Dampfung an Ecken versus Tendenz zum Uberschwingen

- mogliche Kurvenformen, Einschrinkungen, doppelte Punkte, geschlossene Kurven usw.

Kurven, die durch Stiitz- oder Kontrollpunkte definiert sind, nennt man auch Splines. Im Folgenden werden
einige einfache gebrauchliche Spline-Verfahren beschrieben.

Kubische Spline-Interpolation
Gegeben sind n+1 Stiitzpunkte px = (Xk,Yk(,2x)), k=0,...,n. Eine Interpolationskurve, die zwischen je 2 Stiitz-
punkten aus einem kubischen Polynom besteht, nennt man kubischen Spline. Zwischen Stiitzpunkten pyx und
Pk+1 beschreibt ein Parameter u die Kurve:

P

Py

Pk(u) = aku3 + bku2 + Cxu + dg
mitk=0,1,2,...,n-1 und 0<u<l L
P, ...
(Achtung: ax, by, Ck, dk, sind dabei Vektoren). 2
Um ein Kurvenstiick zwischen 2 Stiitzpunkten zu berechnen braucht man 4 Angabestiicke. Wéhlt man die
Definition an den Stitzpunkten dabei so, dass die kubischen Polynome dort sowohl C'-stetig
(differenzierbar) als auch C-stetig (2x differenzierbar, also gleiche Kriimmung) verbunden sind, so spricht
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man von naturlichen kubischen Splines. Diese erhdlt man wenn man ein Gleichungssystem mit 4n
Variablen 16st und dabei an den Réndern 2 Nebenbedingungen vorgibt, z.B. Kriimmung am Anfang und am
Ende ist null. Kubische Splines haben den Nachteil, dass jeder Stiitzpunkt einen Einfluss auf den gesamten
Kurvenverlauf hat, also globalen Einfluss.

Hermite-Interpolation
Eine spezielle Form der kubischen Splines ist die Hermite-Interpolation. Dabei werden neben den
Stiitzpunkten px auch die Ableitungen Dpx an den Stiitzpunkten vorgegeben. Das kubische
Interpolationspolynom Py(u), 0<u<l, zwischen Punkten px und px:+1 ldsst sich dann aus den 4
Bestimmungsstiicken eindeutig berechnen:

Pk(()) = Pk, Pk(l) = Pk+1, P'k(O) = Dpk, P'k(l) = Dpk+1 firk = 0,...,11‘1
Px(u) = au’ + beu® + cu + dy lisst sich auch in Matrixschreibweise anschreiben, ebenso die erste Ab-
leitung dieser Kurve P'(u) = 3aku2 + 2byu + Ck . Daraus kann man die 4 Bestimmungsstiicke Pk, Pk+1, DPk,
Dpk+1 formulieren:

a, a, B 0 0 0 1]|(a,

1 111
Pk(u)=|i13 uu 1]- :: 1’,:(u)=[3’:u2 2ul 0]- :: ]l;:: =lo 0 1 ol l::
| d, | d, | Dpe, ] 13 2 1 0] [dy]

Um die Koeffizienten ay, bk, Ck, dx von agu’ + byu® + ciu + di zu berechnen, invertiert man diese Matrix,
die resultierende Matrix heifit Hermite-Matrix My:

a ] [ooo1T' [p 1221 1] p ] BN
1111 -3 3-2 -1

e | Bl | B P =[v’ v u 1] M, Prs

¢, 0010 Dp, 0 0 1 ¢|| Dp, Dp,

di| 13210] [Dpy,| | 1 0 0 0f[Dpy,] | Dy |

Bezier-Kurven

Von Pierre Bezier wurde etwa 1960 fiir die Beschreibung von Autokarosserien bei Renault eine
approximierende Kurve erfunden, bei der die sogenannten Bernstein-Polynome (BEZy,) als
Gewichtsfunktionen fiir die Kontrollpunkte verwendet werden. Jeder Kurvenpunkt ist das gewichtete Mittel
aller Kontrollpunkte:

P(u)= Zn: PBEZ, ,(u) 0<u<l wobei BEZ  (u)= [Ilj (1 — )"

Fiir 4 Kontrollpunkte (also n=3) ergibt sich z.B.
P(u) = (1-11)3-po + 3u(1—u)2.p1 + 3u2(1—u).p2 + u3.p3

Eigenschaften von Bezier-Kurven:

- bei n+1 Kontrollpunkten ist P(u) vom Grad n

- jeder Kontrollpunkt zieht die Kurve wie mit einem
Gummiband an

- globaler Einfluss (Gewichtsfunktion fast iiberall >0)

- Po und py, liegen auf der Kurve P

- die Tangenten in pg und p,, sind die Verbindung zu den nachsten Punkten p; und pn-1

- die Kurve liegt zur Ginze in der konvexen Hiille der Kontrollpunkte (die konvexe Hiille ist das kleinste

konvexe Polygon, das alle Kontrollpunkte enthélt)

28




erkennt man aus der Form der st f
Bernsteinpolynome BEZin: w\=(1-uP & =3u(l-u)? =3u(l-u) & =0

oaf 3‘; 0df (aé
1- ﬂi-}f -:zE (z?_
3 i £ b
I i L L TENEL B iy
1 T L ] T w1 20 § 1
B-Spline-Kurven

Der Hauptnachteil der Bezierkurven ist der globale Einfluss der Kontrollpunkte auf die ganze Kurve. Dies
hat zwei Hauptnachteile: (1) jede Verdnderung der Kontrollpunkte (Einfligen, Entfernen, Verschieben)
verdndert das Aussehen der Kurve an allen Stellen, und (2) die Rechenzeit fiir groBe Kontrollpunktmengen
ist hoher. Die Ursache liegt in der Form der Gewichtsfunktionen. Die sogenannten B-Splines sind ebenso
wie die Bezier-Splines approximierende Kurven, jedoch sind die Bernsteinpolynome durch B-Spline-
Polynome By g4 ersetzt. Diese beschrinken die
Anzahl der Kontrollpunkte, die einen
Kurvenpunkt beeinflussen, auf d. Die
Berechnung der Bygq ist etwas komplexer und
erfolgt rekursiv, fiir das Verstdndnis reicht es
allerdings, die Form der B-Spline-Polynome zu
sehen. Man erkennt, dass jede Kurve nur in
einem begrenzten Bereich ungleich null ist, dass
also jeder Punkt iiber weite Bereiche keinen
Einfluss auf die Kurve hat.
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Eine wichtige Eigenschaft der B-Spline-Gewichtsfunktionen ist die Tatsache, dass fiir jeden Kurvenpunkt
ihre Summe genau 1 ist. Jeder Kurvenpunkt ist also ein gewichteter Mittelwert aus den Kontrollpunkten.

2 By =1

Beispiele fiir B-Spline-Kurven mit d=3 (links) und d=4 (rechts):

P,

Wenn man d=n+1 wéhlt, dann erhdlt man Bezier-Kurven, diese sind also ein Spezialfall der B-Splines.
Die Hauptunterschiede zu Bezierkurven sind:

- lokaler Einfluss der Knotrollpunkte

- Aufwand linear zur Anzahl der Kontrollpunkte (statt quadratisch bei Bezierkurven)
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Die wichtigsten Erweiterungen dieser sogenannten uniformen B-Splines fithren zu den Non-Uniform
Rational B-Splines, besser bekannt als NURBS. Mit diesen kdnnen auch regelmafiige geometrische Formen
konsistent reprisentiert werden.

Man beachte im Ubrigen, dass alle beschriebenen Methoden fiir Punkte im Zweidimensionalen und im
Dreidimensionalen gleichermallen gilt. Grundsétzlich beschreiben also alle diese Splines rdumliche Kurven
im dreidimensionalen Raum.

J Freiformflachen

Bezier- und B-Spline-Flachen

Bildet man iiber einem zweidimensionalen Punkteraster das kartesische Produkt zweier Kurvenscharen, so
erhilt man auf natilirliche Weise Freiformflichen. Je nach zugrundeliegender Kurvenart erhdlt man
verschiedene Flachen, also etwa Bezierflichen aus Bezierkurven, B-Splineflichen aus B-Splinekurven usw.

Pwv)=3> p,.BEZ (V)BEZ_, (1)

j=0 k=0

Jedes Parameterpaar (u,v) flihrt zu einem Punkt der
entstehenden Fliche. Die Randkurven der Fliche
sind in diesem  Bezier-Beispiel = wieder
Bezierkurven. Auch die anderen Eigenschaften der
Bezierkurven werden auf die Flachen iibertragen.

Analog zu diesen Bezierflachen erhélt man B-Splineflichen wenn man die B-Spline-Gewichtsfunktionen in
die Formel einsetzt, oder etwa NURBS-Flachen fiir NURBS-Kurven.

Um Freiformflachen zu zeichnen kénnen Dreiecksnetze aus den Fldchen erzeugt werden, die wie B-Reps

gerendert werden. Oder es werden Ray-Casting-Methoden eingesetzt; dazu muss man eine Prozedur
implementieren, die den Schnittpunkt einer Geraden mit der Fldche moglichst genau berechnet.
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